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Question de cours

Dans le modèle de Bühlmann, avec les notations habituelles,

(1) donnez les expressions de la prime de crédibilité et du facteur de cré-
dibilité ;

(2) donnez une interprétation de α, τ 2, σ2 et µ0 ;

(3) déduisez-en le sens de variation de la prime de crédibilité en fonction
de τ 2, σ2 et le nombre de périodes d'observation n.

Problème

Considérons un portefeuille d'assurance dans lequel le pro�l de risque d'un
assuré i est représenté par le couple (θi, λi) :

� θi représente la partie non-observable a priori du pro�l de risque ;
� λi représente la partie a priori observable du pro�l de risque (ex : la

zone d'habitation).
On modélise l'hétérogénéité (non observée a priori par l'assureur) par la va-
riable aléatoire Θ et la partie observable a priori par la variable Λ. Θ et Λ
sont supposées indépendantes. Un assuré de pro�l de risque (θ, λ) produit un
nombre de sinistres par an avec la distribution :

Pr [N = k|Θ = θ,Λ = λ] = e−θλ
(θλ)k

k!
, k ∈ N.

L'assureur estime que les pro�ls de risque a priori non-observables sont dis-
tribués selon une loi Gamma de paramètre (α, β), i.e.

u(θ) =
βα

Γ(α)
θα−1e−βθ, θ ≥ 0.

De plus,

Λ =

λr si l'assuré vit en zone rurale (wr) ;

λu si l'assuré vit en zone urbaine (wu = 1− wr).
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Le coût des sinistres est supposé indépendant du nombre de sinistres et l'es-
pérance mathématique du coût d'un sinistre est normalisée à 1.

Partie I

1. Quelle est la prime individuelle correcte d'un assuré de pro�l de risque
(θ, λ) ?

2. Déterminez la prime collective.

3. Montrez que les familles de distribution poisson et gamma sont conjuguées.

On se place à présent après n années d'observations (k1, ..., kn) d'un assuré
vivant en zone urbaine.

4. Déterminez la densité a posteriori de Θ pour cet assuré.

5. Calculez la prime de Bayes pour la (n+1)-ème année pour ce même assuré.

6. Calculez la prime de Bühlmann (n+ 1)-ème année pour ce même assuré.

7. Comparez les primes de Bayes et de Bühlmann et commentez.

Partie II

L'assureur souhaite mettre en place une échelle bonus-malus à trois degrés
(numérotés 1 à 3) avec le fonctionnement suivant :

� une année sans sinistre fait descendre d'un degré dans l'échelle,
� un sinistre ou plus au cours de l'année fait remonter au niveau 3.

1. Donnez la matrice de transition de la chaîne de Markov décrivant le parcours
d'un assuré de pro�l de risque (θ, λ) dans l'échelle.

2. Donnez la distribution stationnaire de cette chaîne et précisez son temps
d'atteinte.

3. Donnez la distribution stationnaire du portefeuille.

4. Quelles primes relatives proposeriez-vous d'associer aux trois degrés de
l'échelle en utilisant la méthode de Norberg ?

5. Calculez l'élasticité de la prime en régime stationnaire pour un assuré vivant
en zone urbaine, de pro�l de risque (θ, λu).
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