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Exercice n�1

Soit Nj le nombre de sinistres causés par un assuré pendant l'année j.
Conditionnellement à Θ = θ, les Nj sont supposées i.i.d. de loi de Poisson de
paramètre θ, i.e.

Pr [Nj = k|Θ = θ] = e−θ θk

k!
, pour k ∈ N.

La distribution a priori de Θ est une loi Gamma de paramètres γ et β,
i.e. de densité

u(θ) =
βγ

Γ(γ)
θγ−1e−βθ, pour θ ≥ 0.

Les montants de sinistres sont constants égaux à 1.

1. Quelle prime pure réclameriez-vous à un nouvel assuré ?

La prime collective : E[N ]× 1 = E[E[N |Θ]] = E[Θ] = α
β

2. Montrez que les familles des lois de Poisson et des lois Gamma sont conju-
guées. Qu'en déduisez-vous sur l'intérêt de ce modèle dans la cadre de la
révision des primes ?

D'après la règle de Bayes, on a :
u (θ|N1 = k1, ..., Nn = kn) ∝ u(θ) Pr (N1 = k1, ..., Nn = kn|θ)

u (θ|N1 = k1, ..., Nn = kn) ∝ θγ−1e−βθ
n∏

j=1

e−θθkj ∝ θ
γ+

nP

j=1
kj−1

e−(β+n)θ.

On reconnaît là la densité d'une loi gamma de paramètres γ +
n∑

j=1

kj et β +n.

1



3. Donnez la densité a posteriori de Θ pour un assuré qui a causé k1, ..., kn

sinistres durant les n premières années. Déduisez-en la prime de Bayes pour
la (n + 1)-ème année.

Cf. question précédente, on a : u (θ|N1 = k1, ..., Nn = kn) ∝ θ
γ+

nP

j=1
kj−1

e−(β+n)θ.

Donc PBayes =
γ+

nP

j=1
kj

β+n

4. Donnez la prime de Bühlmann pour la (n + 1)-ème année pour un assuré
qui a causé k1, ..., kn sinistres durant les n premières années. Commentez.

On a : P cred = α 1
n

n∑
j=1

kj + (1− α)µ0

P cred = n
n+β

1
n

n∑
j=1

kj + (1− n
n+β

) γ
β

=
γ+

nP

j=1
kj

β+n
= PBayes.

Rappel : Si Y ∼ Gamma(γ, β), alors E[Y ] = γ
β
et Var[Y ] = γ

β2 .

Exercice n�3

Considérons la famille des distributions de Pareto

F =

{
Fθ(x) = 1−

(x0

x

)θ

, θ > 0

}
.

Trouvez la famille U conjuguée à F .

Avec les notations du cours, fθ(x) = θ
x0

(
x0

x

)θ+1

ux(θ) ∝ fθ(x) =
n∏

j=1

fθ(xj) ∝ θn exp

(
−θ

n∑
j=1

ln
xj

x0

)
.

Donc les distributions de U ′ sont des distributions Gamma. La famille U
des distributions Gamma est fermée sous l'opérateur produit, c'est donc une
extension naturelle à U ′.
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Exercice n�2

Un portefeuille de 40 assurés a produit 20 déclarations de vol au cours de
la première année. La répartition des sinistres est la suivante :

Nombre de sinistres Nombre d'assurés
0 26
1 9
2 4
3 1

Le montant de sinistre moyen a été estimé à 10. En faisant l'hypothèse
classique d'indépendance entre nombre et montants de sinistres et en suppo-
sant que le nombre de sinistres déclarés par un assuré suit une loi de Poisson
dont le paramètre peut varier d'un assuré à l'autre,

1. déterminez le facteur de crédibilité (selon le modèle de Bühlmann) pour
un assuré de ce portefeuille ;

Avec les notations du cours, α = n
n+σ2/τ2 ,

n = 1, σ2 = E [Var(N |Θ)] = E [Θ],
τ 2 = Var [E(N |Θ)] = Var [N ]− σ2,
σ̂2 = 20×0+9×1+4×2+1×3

40
= 1

2
est une estimation de σ̂2

s2 == 20×0+9×12+4×22+1×32

40
= 3

5
est une estimation de Var [N ].

Donc s2 − σ̂2 = 1
10

est une estimation de τ 2.
Au �nal, on a α = 1

1+5
= 1

6
.

2. donnez la prime que vous réclameriez à un nouvel assuré ;

µ̂0 = 20
40

= 1
2
.

3. donnez la prime de Bühlmann d'un assuré qui aurait déclaré deux sinistres
la première année.

P cred = 1
6
× 2 + 5

6
× 1

2
= 3

4
.
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